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Résumé : 
 
Cette communication présente l’intégration dans un cadre probabiliste d’un critère de fatigue multiaxial 
robuste. La propagation de la variabilité à travers le modèle de fatigue est initialement réalisée à l’aide 
d’une méthode de Monte-Carlo. Une surface de réponse probabiliste est ensuite proposée. Les capacités 
prédictives du modèle sont alors évaluées à l’aide d’une base de données de fatigue sur un alliage 
d’aluminium à EADS Innovation Works et au laboratoire CROMeP. En particulier, la dispersion prévue 
par le modèle est comparable aux dispersions trouvées expérimentalement. 
 
Abstract : 
 
This paper presents the integration of an advanced multiaxial fatigue criterion in a probabilistic 
framework. A Monte-Carlo approach is used first to propagate the uncertainty. A probabilistic surface 
response methodology is then evaluated.  The predictive capabilities of the model are tested successfully, 
for a light alloy, against a dedicated experimental database generated at EADS Innovation Works France 
and at the CROMeP laboratory. In particular, the experimental scatter is adequately predicted. The 
method proposed can be easily integrated in a classical design scheme. 
 
Mots-clefs : incertitudes, critère de fatigue, évaluation statistique 
 
1 Introduction 
 
Les choix de conception de pièces et structures sont habituellement validés en fatigue à 
l’aide de critère de fatigue tels que les critères de Crossland, Dang Van ou encore 
Papadopoulos, voir Papadopoulos et al. (1997). Ces critères sont idéalement identifiés à partir 
de données expérimentales obtenues sur des éprouvettes simples. Cependant l’application de ces 
modèles ne conduit pas toujours à une prévision fiable du comportement en fatigue de la pièce 
étudiée. En effet le transfert vers une pièce réelle des caractéristiques de fatigue d’un matériau, à 
l’aide de critères, ne prend généralement pas directement en compte de nombreux effets, 
notamment les effets de concentrations de contraintes. D’autre part la réponse binaire d’un 
critère de fatigue ne reflète pas de façon adéquate l’importante dispersion observée 
expérimentale lors de tout essai de fatigue. On propose ici d’intégrer un modèle de courbe de 
Wöhler basé sur un critère de fatigue avancé (prenant en compte l’effet de gradient) développé à 
EADS Innovation Works et au CROMeP dans une démarche probabiliste générale. La 
démarche est alors adaptée pour tenir compte des spécificités d’un calcul de structure qui 
nécessite des temps de calculs important.  
 
2 Définition du modèle 
 
Le modèle utilisé est un modèle calculant la courbe de Wöhler complète. Il repose sur un 
critère de fatigue avancé. On décrit d’abord le critère, puis le modèle déterministe que l’on 
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souhaite probabiliser. Enfin on expose les raisons nous conduisant à ne retenir qu’une seule 
variable aléatoire dans notre modèle. 
 
2.1 Critère de fatigue 
 
Le critère de fatigue retenu a été développé à EADS Innovation Works et au CROMeP. Il 
produit des prédictions de durées de vie moyennes relativement robustes pour une variété 
d’éprouvettes lisses, trouées et entaillées. Ce critère est basé sur une moyenne spatiale d’un 
critère de fatigue classique, le critère de Papadopoulos (voir Papadopoulos (1999)), sur un 
volume d’influence défini par un critère mésoscopique. La formulation du critère est donnée 
brièvement ici, des détails peuvent être trouvés dans Schwob et al. (2006a). Une éprouvette 
soumise à N cycles de chargement S(t), induisant une contrainte locale σ(t), ne rompt pas si la 
relation suivante est vérifiée en tout point: 
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où α(Ν) et β(Ν) sont des paramètres matériaux déterminés à partir de courbes de Wöhler 
moyennes expérimentales, 2aT  représente la moyenne quadratique du cisaillement résolu 
T=σ.n.m (n et m sont deux vecteurs unitaires définissant un plan et une direction contenue dans 
ce plan, n est la normale au plan, m un vecteur directeur de cette direction) sur toute les 
combinaisons (n,m) possibles, Pmax est la pression hydrostatique maximale au cours du cyclage 
et V représente le volume d’influence englobant le point considéré. Ce volume est défini par un 
autre critère, dit mésoscopique. La formulation de ce critère retenue pour les calculs présentés 
ici est la suivante : 
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où Ta(M) représente le maximum - sur toutes les directions possibles - de l’amplitude du 
cisaillement résolu au point M, G est un paramètre additionnel dépendant de N et également 
déterminé à partir des limites de fatigue du matériau. Les trois paramètres du modèle sont 
déterminés à partir de trois courbes de Wöhler moyenne (traction ondulée sur éprouvettes plates 
de rapport R (R=Smin/Smax) R0.1 et sur éprouvettes trouées de rapports R0.1 et R-1) réalisées au 
centre de recherche EADS Innovation Works et au CROMeP.  
 
2.2 Modèle numérique déterministe de la courbe de Wöhler, objectifs 
 
La résolution de l’égalité associée à l’inéquation (1) sur (S,N) fournit une courbe de 
Wöhler « numérique » que nous notons )(SfatigueNS =a vérifiant donc 
crit(σ(S,…),fatigue(S))=0. La résolution de cette équation non linéaire peut nécessiter un 
nombre important d’appels au calcul du critère (coûteux car nécessitant l’évaluation de 
l’intégrale (1)) et de l’état de contrainte dans la pièce qui se réalise usuellement par calculs 
éléments finis (calculs élastiques dans les cas considérés ici). Le modèle que l’on cherche à 
probabiliser est le modèle fournissant cette courbe de Wöhler. L’objectif de la probabilisation de 
ce modèle est d’obtenir un réseau de courbes pSN générées numériquement. 
 
2.3 Sources d’incertitudes 
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Une approche commune pour probabiliser un modèle consiste à considérer que cert ains 
paramètres du modèle sont des variables aléatoires. Les principaux paramètres de notre modèle 
contribuant à la variabilité de la courbe de Wöhler sont listés ci-dessous: 
− les paramètres du critère de fatigue α(N), β(N), G(N) 
− l’état de contrainte local σ 
− le chargement appliqué S(t) 
− les dimensions de l’éprouvette 
− l'état de surface 
− les paramètres matériaux (principalement E, ν,…) 
Certains de ces paramètres peuvent être regroupés dans l’une des trois classes de paramètres 
suivantes, suivant l’origine de leur variabilité: 
− paramètres dont la variabilité est liée à la métallurgie de l’éprouvette : α, E, ν. 
− paramètres dont la variabilité est liée à la fabrication de l’éprouvette : dimensions, 
σ, état de surface 
− paramètres dont la variabilité est liée à la procédure de test : S 
La variabilité des paramètres β et G est liée à la fois à la métallurgie et à la fabrication de 
l’éprouvette et est donc difficilement contrôlable.  
En ce qui concerne notre base de données, toutes les éprouvettes sont issues du même lot 
matière. De plus les éprouvettes étant assez simples, on suppose que leur fabrication, leur 
géométrie et la procédure de chargement sont identiques d’un test à l’autre. Ce point est certes 
discutable, mais en réalisant les éprouvettes avec attention et en réalisant les essais 
minutieusement on peut considérer que cette hypothèse est raisonnable, au moins au premier 
ordre. Par conséquent, l’essentiel des paramètres décrits plus haut peuvent être considérés 
déterministes, à l’exception de β et G, la dispersion de ces derniers étant difficilement 
contrôlable. Par ailleurs G est un paramètre matériau mésoscopique issu du modèle de 
Papadopoulos. Il représente initialement la déformation plastique cumulée acceptable pour un 
cristal donné. Cependant, dans l’usage que l’on en fait, il s’agit plus d’une moyenne de cette 
quantité sur un volume matériel, i.e. sur de nombreux cristaux (voir Schwob et al. (2006a) pour 
plus de détails). On peut donc considérer que cette valeur moyennée n’est pas affectée de façon 
importante par la variabilité au niveau du grain. G sera donc également considérée comme une 
variable déterministe dans la suite. 
En conséquence, une seule source d’incertitude (à savoir β(N) prenant en compte l’incertitude 
relative à la métallurgie et à la fabrication de l’éprouvette) est retenue dans un premier temps. 
Ce choix a par ailleurs été validé par une étude de sensibilité non présentée ici. La série 
d’histogramme (un par durée de vie d’intérêt) des fonctions de répartition de cette variable 
aléatoire est obtenue par identification inverse à partir d’un réseau de courbes pSN 
« expérimentale ». Ce réseau de courbe est obtenu par analyse statistique de résultats 
expérimentaux conduits pour obtenir la courbe de Wöhler en traction ondulée de rapport R0.1 sur 
éprouvette plate. Pour plus de détails, voir Schwob et al. (2006b). 
 
3 Propagation des incertitudes 
 
Nous souhaitons ici générer numériquement le réseau de courbes pSN pour une éprouvette 
trouée chargée en traction ondulée de rapport R0.3. Ce réseau de courbes est en fait constitué des 
quantiles de la sortie du modèle déterministe décrit en §2.3, elles seront donc obtenues par 
propagation des incertitudes sur le paramètre β(N) à travers ce modèle. La base de données 
expérimentale est complétée pour avoir des expériences à ce niveau de chargement, permettant 
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ainsi une comparaison expérience/prédictions. Deux méthodes de propagation sont 
successivement étudiées. 
 
3.1 Méthode de Monte-Carlo 
 
Etant donné les objectifs recherchés, la méthode de propagation d’incertitude la plus 
indiquée est la méthode de Monte-Carlo. Pour le tirage, on a utilisé un échantillon de taille 
3000, ce qui nous permet d’obtenir des intervalles de confiance raisonnables. 
On donne dans les graphes qui suivent les résultats (courbes de Wöhler) de la méthode 
appliquée à la configuration qui nous intéresse ici (une configuration différente de celles 
utilisées pour l’identification de la variable aléatoire et des paramètres déterministe donc). Dans 
le graphe suivant, seuls sont présentés trois cent tirages. On représente également les quantiles 
0.05, 0.5 et 0.95. 
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FIG. 1: Tirages de Monte-Carlo 
 
Les prédictions de ces quantiles sont représentées sur le graphe suivant sur lequel on a 
également représenté les résultats expérimentaux correspondant à ce type de chargement. Un 
avantage de la méthode de Monte-Carlo est la facilité du post-traitement de la simulation. Par 
exemple des intervalles de confiances exacts sur les quantiles peuvent s’en déduire facilement à 
l’aide de résultats de la statistique d’ordre (voir David et al. (2003)).  Nous avons également 
représentés ces intervalles sur le graphe suivant. 
 
 
FIG. 2: Comparaison prédiction/expérience, éprouvette trouée, R0.3 
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On voit que les points expérimentaux se placent bien dans le réseau des courbes pSN. 
 
 
3.2 Surface de réponse probabiliste 
L’application de cette méthode telle quelle à un cas structural plus complexe n’est pas 
envisageable pour des raisons de temps de calcul. En effet les méthodes de type Monte-Carlo 
nécessite des temps de calculs importants directement proportionnel au temps de calcul 
nécessaire pour réaliser une évaluation du modèle déterministe, chaque évaluation impliquant 
dans notre cas de nombreuses évaluations du critère pour différente valeurs de ses paramètres. 
Pour résoudre ce problème (qui nous force à ne réaliser qu’un nombre limité de tirages de 
Monte-Carlo), une solution classique consiste à remplacer le modèle déterministe (le modèle de 
courbe SN donc) par une surface de réponse (i.e. un modèle simplifié supposé approcher de 
façon satisfaisante le modèle initial). La mise au point de ces surfaces de réponses est un 
processus assez délicat et dépendant fortement du cas étudié. Nous préférons proposer ici une 
méthode équivalente pour la partie probabiliste qui a l’avantage de pouvoir s’appliquer à toutes 
les configurations sans modifications. Elle correspond en fait à une sorte de surface de réponse 
probabiliste. Nous appliquons cette méthode à la même configuration que dans le paragraphe 
précédent pour validation. 
 
Cette méthode s’appuie sur une version dégradée du modèle déterministe: pour chaque tirage de 
la valeur aléatoire β on ne résout l’équation (1) que sur N, pour un niveau de contrainte S 
particulier ce qui réduit considérablement le temps de calcul nécessaire. Cette réduction du 
temps de calcul nous permet alors de réaliser un plus grand nombre de tirage de Monte-Carlo de 
la variable aléatoire. Il faut bien noter cependant que la variable de sortie du modèle 
déterministe “dégradé” n’est plus reliée directement à notre quantité d’intérêt (quantiles des 
courbes de Wöhler), puisque l’on obtient juste en sortie une durée de vie correspondant à un 
niveau de chargement et à un tirage de la variable aléatoire. Il est intéressant de noter ici la 
correspondance entre cette variable de sortie et le résultat d’un essai de fatigue sur une 
éprouvette. En réalisant ces tirages aléatoires pour différents niveaux de chargements (Si)1<i<nS 
fixés a priori, on obtient un nuage de points couvrant l’ensemble des chargements/durées de vies 
d’intérêt (de la même manière que l’on crée une courbe de Wöhler expérimentalement). Le 
nuage de points numériques ainsi obtenus peut alors être traité selon des méthodes de traitement 
des données de fatigue comme par exemple le modèle proposé par Pascual et al. (1999). Ce 
traitement nous permet alors d’accéder à nos quantités d’intérêts, i.e. il nous permet de 
reconstruire un réseau de courbes pSN à partir du nuage de point.  
On donne ci-dessous un graphique représentant les prévisions des quantiles 0.05, 0.50 et 0.95 
par la méthode complète et la méthode dégradée. 
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FIG. 3: Comparaison du modèle de surface de réponse probabiliste avec le modèle complet 
Les résultats obtenus par la méthode de surface de réponse probabiliste se comparent de façon 
très satisfaisante avec les résultats de la méthode complète, ce résultat est d’autant plus 
intéressant que le temps de calcul nécessaires est plus de 100 fois moindre. Bien évidemment, la 
précision des résultats est moindre (avec un non conservatisme faible), ce qui se traduit 
notamment par des intervalles de confiance (non représentés ici) plus importants. 
  
4 Conclusions 
Nous avons proposé ici une méthode permettant de générer numériquement des courbes de 
Wöhler probabilisées. Cette méthode s’appuie sur un critère de fatigue robuste intégré dans un 
cadre probabiliste général. Les résultats obtenus par la méthode générale sont de très bonne 
qualité, en particulier les courbes pSN prévues représentent bien les expériences réalisées. Nous 
avons également proposé une démarche se basant sur une méthode de surface de réponse afin de 
tenir compte des besoins important en temps de calculs propre au calcul de structures plus 
complexes. Cette démarche permet de réduire le nombre d’appel au code de calcul de façon très 
importante, avec une faible perte de précision, rendant ainsi possible l’application de la méthode 
à des cas structuraux industriels.  
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